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RETTEVEJLEDNING

Opgave 1. Vi betragter fjerdegradspolynomiet P : C — C givet ved
VzeC:P(z)=z"+32% 4.

Desuden betragter vi differentialligningerne

d*x d?x
— +3— —4x =0
(+) at g T
og
d*x d?x ;

(1) Bestem rgdderne i fjerdegradspolynomiet P.
Lgsning. Vi ser, at
Vz2eC:P(z)=2"+322—4=(2-1)(2* +4),
sa rgdderne er —1, 1,27 og —2i.
(2) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Lgsning. Pa grundlag af resultatet i spgrgsmal 1 far vi, at
x = cie”" + cae’ + czcos(2t) + ¢y sin(2t),

hvor ¢y, ¢, c3,¢4 € R.

(3) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().



Lgsning. Da funktionen g(t) = 100€’ er en lgsning til den homogene
differentialligning (*), geetter vi pa en lgsning af formen f(t) = Ate’.

Vi far nu, at f'(t) = At +1)et, f7(t) = At +2)et, £ (t) = At +3)e!
og f(t) = A(t +4)e', og ved indsattelse i differentialligningen (%)
far vi, at A = 10. den fuldstaendige lgsning er derfor

z = cie”" + cae’ + czcos(2t) + ¢4 sin(2t) + 10te’,

hvor ¢, ¢, c3,¢4 € R.

Lgs differentialligningen

doy iy

—Z—0.
dts T dtt T e

Lgsning. Det karakteristiske polynomium ) : R — R for denne
differentialligning er givet ved

Vze C:Q(2) = 22P(z) = 2%(2* + 322 — 4),

og de karakteristiske rgdder er derfor 0 (med multiplicitet 2), —1,1,2i
og —2i.

Heraf finder vi sa, at den fuldsteendige lgsning er
Y =1+ ot + czet + cqe’ + c5cos(2t) + cgsin(2t),

hvor ¢, ¢, c3, ¢4, C5,c6 € R.

Lad a,b € R. Vis, at differentialligningen

ikke er globalt asymptotisk stabil for nogen a,b € R.

Lgsning. Vi ser, at Routh-Hurwitz’ matrix til denne differentialligning

er
000 0
1 a b 0
A=10000
01 a b

Heraf fremgar det straks, at den givne differentialligning ikke kan veere
globalt asymptotisk stabil for nogen a,b € R.



(6) Lad a,b € R. Vis, at differentialligningen

d°x d>x dx
— +b— =0
a s T

ikke er globalt asymptotisk stabil for nogen a,b € R.

Lgsning. Vi ser, at Routh-Hurwitz’ matrix til denne differentialligning

er
0 00O0O O

1 a b 00

As=10 0 0 0 O

01 a b 0

000 O0O0

Heraf fremgar det umiddelbart, at den givne differentialligning ikke kan
veere globalt asymptotisk stabil for nogen a,b € R.

Opgave 2. Vi betragter differentialligningssystemerne

——7x+2y

og
d$—717—|—2y—|—45

(88) {dy—2x+7y+90

(1) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningssystemet ($).

Lasning. Den til differentialligningssystemet ($) hgrende matrix er

A—<g§)

Det karakteristiske polynomium P : R — R for matricen A er givet
ved
Vte R :det(A—tE) = (7T—1)* —4,

og de karakteristiske rgdder, altsa rédderne i P som netop er egen-
veerdierne for A, er t{ =5 og ty = 9.

De tilhgrende egenrum bliver sa

V(5) = N(A-5FE) = span{(—1,1)} og V(9) = N(A—9F) = span{(1,1)}.



Heraf finder vi sa, at differentialligningssystemet ($) har den fuld-
steendige lgsning

—1 1
z:z(t):cleSt< 1 >+0269t< 1><:>

r=2(t) = —c1€” + coe” A y=y(t) = c1e” + cpe™,

hvor ¢q, ¢y € R.

Bestem den specielle lgsning (Z,7) = (2(¢),y(t)) til ($), saledes at
betingelsen (Z(0),7(0)) = (2, 10) er opfyldt.

Lgsning. Betingelsen (Z(0),7(0)) = (2,10) giver, at —c¢; + ¢2 = 2 og
c1 + co = 10, hvoraf vi far, at ¢; = 4 og ¢y = 6. Derfor geelder det, at

T=7(t) = —4e” +6e”" A § = G(t) = 4e”" + 6.

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningssystemet ($$).

Lasning. Da det(A) = 45, er matricen A reguleer, og vi finder, at

A_1_< 7/45 —2/45)
T\ —2/45 7/45 )

Differentialligningssystemet ($$) har derfor den konstante lgsning

45 -3
_ _ 71 _
= (g0 )= ()
Den fuldsteendige lgsning til differentialligningssystemet ($$) er derfor

= I(t) = —0165t —+ Cgegt —3 A Y= y(t) — Cle5t + 02€9t B 127

hvor ¢q, ¢y € R.

Opgave 3. Vi betragter vektorfunktionen f : R? — R? givet ved

x y
v R?:f = .
(z,y) € (z.9) (1+x2+y2’1+x2+y2)




(1)

(2)

Vis, at vektorfunktionen f har preecis et fikspunkt, og bestem dette
fikspunkt.

Lgsning. Vi finder umiddelbart, at

o Y

———— = N ——— =y & (r,y) = (0,0).

Punktet (0,0) er saledes det eneste fikspunkt for vektorfunktionen f.

Vis, at
V(z,y) € R*: [[f(z,9)] < [I(z,9)]-

Lgsning. Vi ser, at

G, v)] AR S e
X = — _
'Y (1+x2+y2)2 <1+l’2+y2)2 1+I2+y2 Yy
1
@l <l

Bestem maengden

A={(z,y) e R*[ £z, )]l = ll(z,9)]}-

Lgsning. Fra det foregaende spgrgsmal far vi umiddelbart, at

[z, 9)ll = (=, »)ll < Hxi—irgﬂ =1% (z,9) = (0,0),
sa A= {(0,0)}.
Vis, at maengden
K={(r,y) eR? |2 +9* <1 A 2 >0}
er kompakt og konveks.

Lgsning. Vi ved, at den afsluttede cirkelskive

C={(x,y) eR*|2® +y* <1}



er kompakt og konveks, og at den afsluttede halvplan
H={(z,y) e R* |z >0}

er konveks. Da mengden K er fellesmeengden af disse to maengder,
far vi, at K er bade kompakt og konveks.

(5) Vis, at meengden
f(K) = {(u,v) € R* [ I(z,y) € K : (u,v) = f(z,y)}
er kompakt, og vis, at f(K) C K.
Lgsning. Da mangden K er kompakt, og da vektorfunktionen f er
kontinuert, er maengden f(K) kompakt. At f(K) C K folger umiddel-

bart af definitionen pa vektorfunktionen f.

(6) Bestem Jacobimatricen (funktionalmatricen) Df(z,y) for vektorfunk-
tionen f i et vilkarligt punkt (z,y) € R2.

Lgsning. Vi finder, at

1—a2 44> - 2xy

2xy 1422 —y2
(1+$2+y2)2 (1+$2+y2)2

(7) Bestem determinanten detDf(z,y) for Jacobimatricen Df(z,y) i et
vilkarligt punkt (z,y) € R2.

Lgsning. Vi ser, at

detDf(x,y) =

1—2?+y? 1+22—9° ( 22y )2_
(1 + 2 +y2>2 (1 4 g2 +y2)2 (1 4 g2 +y2)2 o
1— (22 + y2)?
(1 + 2 + y2)4'
Opgave 4. Vi betragter funktionen F': R® — R givet ved
1
V(t,r,y) € R®: F(t,x,y) =z + ietyz.

Desuden betragter vi funktionalen

1 1, dx\2
I(:v):/o ($+§€ (E) )dt.



(1)

Vis, at for ethvert fastholdt t € R er F' en konveks funktion i (x,y) pa
hele R2.

Lgsning. Vi finder, at
8£ =1o0 (9£ — ¢t
or % ar Y

H(x,y):<8 2)

Det er klart, at Hessematricen H(z,y) er positiv semidefinit overalt pa
R?, sa F er en konveks funktion i (z,) pa hele R2.

Da er Hessematricen

Bestem den funktion z* = 2*(¢), der minimerer funktionalen I(z), idet
randvaerdibetingelserne z*(0) = —1 og z*(1) = 5 — 2e~! er opfyldt.

Lgsning. Eulers differentialligning
or _ 4 9f
Or dt\ox

bliver i dette tilfeelde

d ta\ d ta\ te

1——(6:(:) —Oﬁﬁ(ex) =lececr=t+As
T =te '+ Ae ",

hvor A € R.

Ved at benytte partiel integration far vi derpa, at

r=—te ' — /(—e_t) dt + A/e‘t dt+B=—te" —e '~ Ae”" + B,
hvor A, B € R.

Da funktionen F' = F(x,y) er konveks, er der tale om et minime-
ringsproblem. Ud fra randveerdibetingelserne z*(0) = —1 og z*(1) =
5—2 tfarvi,at -1 —A+B=—1,0ogat —e ' —e ! —Ae '+ B=
5 — 2e~1. Dette giver os, at

A p— 5 _ 56.
l—el e—1

Den sggte funktion er derfor

rr=x(t) = 65_61(1 - e_t) —e_t(l —I—t).




